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Exercice 1

L’objectif de cet exercice est de montrer que lim e* = + o et que lime*=0

X—>+ o X—>- 0
1. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = e*—x.
a. En étudiant les variations de ¢, montrer que ¢ est croissante sur [0 ; 4 .
b. En déduire que pour tout réel x positif e*> x.
c. Conclure

2. En posant X = -x, montrer alors que lim e*=0

X—>-00

Exercice 2
Résoudre les équations et inéquations suivantes :
. . . 1 .
e7.1+7:e.1+3 efx_ex<0 ef.1+3> _x 675.1:_1 e3x+l_l <0
e
eX—e*=2=0 e 4+2e¥<3

(Aide : Poser X = e~ pour se ramener a une (in)équation du second degré. On admettra que pour a >0, e* = a < x =1n(a))

Exercice 3
Déterminer les limites demandées
1. flx)=e*en +oeten —o. 4. f(x)= e*—x+1en + o eten —oo.
Xl x
2. f(x)=e*"' en +o eten -oo. 5. flx)= e —1 en 0.
2
3. flx)= % en + oo eten 0.
er—
Exercice 4
Soit fla fonction définie par f(x) = e +} .
e¥—

1. Déterminer I’ensemble de définition &; de f.
2. Etudier les limites de faux bornes ouvertes de &,.
3. Etudier le sens et le tableau de variation de f.

Exercice 5 (d’apres France, septembre 2005)
Soit f 1a fonction définie sur [0 ; + oo par f(x) = (20x+10)e
On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; T T)

=

1. Etudier la limite de fen + .

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

3. Montrer que I’équation f(x) = 10 admet une unique solution strictement positive o dans ]0 ; + oo[ et donner une valeur
approchée a 107 pres de o.

4. Tracer €.

Exercice 6 (D’apres Batterie Nationale)
Le plan est rapporté 2 un repére orthonormal (O ; T 7)

Soit f1a fonction définie sur R par f(x) = %ez"—z,le"-i- 1,1x+1,6.

1. Faire apparaitre sur votre calculatrice graphique la courbe représentative de f dans la fenétre -5 <x <4et-4 <y <
2. D’apres cette représentation graphique, que pourrait-on conjecturer :

a. Sur les variations de la fonction f.

b. Sur le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 0.
3. On se propose d’étudier la fonction f.

a. Déterminer le signe de e?>*—2,1e*+1,1 en fonction des valeurs de x.

b. Déterminer les limites de f'en 1'infini.

c. Etudier le sens de variations de f.

d. Déduire de cette étude le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 0.

4. On souhaite représenter sur une calculatrice, la courbe représentative de f'sur [-0,05 ; 0,15] de facon a visualiser les résultats

de la question 3.
Quelles valeurs extrémes de 1’ordonnée y peut-on choisir pour la fenétre de la calculatrice ?
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Exercice 7
Résoudre les équations et systeémes suivants :

r_ 3., _ 5y '— 2y =0
y'=3y 7Y ty=0 {y(s):e
Exercice 8
(a) Résoudre sur IR 1’équation différentielle (E) : -2y'+5=4y.
(b) Etudier les fonctions solutions.
(c) Représenter les courbes représentatives de quelques fonctions solutions sur votre calculatrice graphique.
Exercice 9 :

Une société produit des jambons industriels. Les jambons sont d’abord moulés, puis cuits & température constante par
convection. Chaque jambon est moulé & T, = 10°C avant d’étre introduit dans un four maintenu a température
constante de 75°C. La température 7(¢) (en °C) au cceur du jambon vérifie a chaque instant 7 (¢ > 0 exprimé en heures)

I’équation f{—z + KT =75K, K étant une constante positive dépendant des conditions de cuisson.

1. Déterminer T en fonction de ¢.
2. Aubout de 9 heures, la température a cceur atteint 69°C. Déterminer la valeur de la constante K.
3. Etudier la fonction ¢t T(¢) sur I'intervalle [1 ; 15] et tracer la courbe représentative de cette fonction.

Exercice 10 :
On considere ’équation différentielle (E) : y'+y =2(x+1)e "~
1. Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = (x2+2x)e"* est solution de (E).
Résoudre I’équation différentielle (E,) : y'+y =0.
Démontrer qu’une fonction v définie sur IR est solution de (E) si et seulement si v — u est solution de (Ej).

En déduire les solutions de (E).
Déterminer la fonction f, solution de (E), prenant la valeur 1 en 0.

Nk w

Exercice 11 : Propagation d 'une rumeur

Une ville compte 10 000 habitants. A 82 du matin, 100 personnes apprennent une nouvelle. On note f(¢) la fréquence des
personnes connaissant la rumeur a I'instant ¢ (exprimé en heures).

On choisit 82 comme instant initial £ = 0.
La nouvelle se répand dans la ville de sorte que la vitesse de propagation f '(¢) est proportionnelle au produit de la fréquence
de ceux qui connaissent la nouvelle et de la fréquence de ceux qui ne la connaissent pas.

On admet que le coefficient de proportionnalité est 1,15.

. . L ' =115y -y)
1. Montrer que la fonction f est la solution du systeme : {y 0)=0.01

Démontrer que g = 1 est solution de I’équation différentielle (E,) : y' = -1,15y +1,15.

En déduire I’expression de g(t) puis de f(¢).

Etudier le sens de variation de la fonction f. Quelle est la limite de fen + oo ?

Combien de personnes connaissent la nouvelle a midi?

En utilisant une calculatrice, donner une approximation de I'instant auquel 99% de la population connaitra la rumeur.

SAnEw N

Exercice 12 : (France juin 2005)

Partie A
Soit f1a fonction définie sur IR par f(x) = 3e 41
2+e*
(a) Démontrer que f(x) = 3 .
14+2e #

(b) Etudier les limites de la fonction fen + oo et en —co.
(c) Etudier les variations de la fonction f.
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Partie B

1. On a étudié en laboratoire 1’évolution d’une population de petits rongeurs. La taille de la population, au temps ¢, est notée g(7).

On définit ainsi une fonction g de I'intervalle [0 ; + o[ dans IR. La variable réelle ¢ désigne le temps, exprimé en années.
L’unité choisie pour g(¢) est la centaine d’individus. Le modele utilisé pour décrire cette évolution consiste a prendre

pour g une solution, sur I'intervalle [0 ; + o[, de ’équation différentielle (E,) : y' = .AXL

(a)  Résoudre I'équation différentielle (E,).
(b)  Déterminer ’expression de g(t) lorsque, a la date t = 0, la population comprend 100 rongeurs, c’est-a-dire g(0) = 1.
(c)  Aprés combien d’années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la premiére fois ?
2. En réalité, dans un secteur observé d’une région donnéee, un prédateur empéche une telle croissance en tuant une certaine
quantité de rongeurs. On note u(¢) le nombre des rongeurs vivants au temps ¢ (exprimé en années) dans cette région, et
u'(t)= u(®) _[u()])?
on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux conditions : (E,) 4 12" pour tout nombre réel ¢
u(0)=1
positif ou nul, ot u’ désigne la fonction dérivée de la fonction u.
(a) On suppose que, pour tout réel positif 7, on a u(#) > 0. On considere, sur 'intervalle [0 ; 4 oo[, la fonction / définie par
h= 1 . Démontrer que la fonction u satisfait aux conditions (E,) su et seulement si la fonction £ satisfait aux
u
Y | 1
. h'(1)=-Zh(D)+—= . .. . . e
conditions (E;) 4 12 pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, ot 2’ désigne la fonction dérivée de la
h(0)=1
fonction A.
(b) Donner les solutions de 1’équation différentielle y' = —% y+ 11—2 et en déduire I'expression de la fonction A, puis celle
de la fonction u.
(c) Dans ce modele, comment se comporte la taille de la population étudiée lorsque ¢ tend vers + oo ?

Exercice 8 : éléments de correction

(a) 2y'+5=4y & ... & y'= —2y+% donc les expressions algébriques des fonctions solutions de (E,)

5

sont du type f,(x) = Ae >*— % cad fi(x) =Ae >+ % avec AclR.

(b) Les fonctions f, sont définie et dérivables sur R et VxeIR, f,'(x) = -24¢7%*.
Or VxelR, e 2 >0 donc -2¢2* < 0. Ainsi f,'(x) dépend du signe de A.

X —o0 +o0 X —oo +oo
signe de f’ - signe de f’ +
+00 B
f \ s f /
i -0

5

d) A(-1;00e€ = f(-1)=0 & Ae> D+

=0 A= 3 x e~2. Donc la fonction solution

dont la courbe passe par le point A est la fonction

définie sur IR ayant pour expression algébrique

/) __3 2x-2 S
i X)=-=e +=
1 fo=-% 1
It
I
IR
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